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ABSTRACT 

Le but de cet article est d'6tudier les 6quations d'6volution non lin6aires mono- 
tones ~ entr6es stochastiques du type suivant: 

dy d.f(t; ~ - ( t ;  ) + A(t)y(; ) = g(t; ) + ~ ) 

oO A(t) est une famille d'op6rateurs monotones d'un espace de Banach V dans 
son dual V. I1 s agit dune g6n6ralisation ~t des 6quations aux d6riv6es partielles 
des travaux de Ito sur les 6quations diff6rentielles stochastiques. 

Introduction 

Le but de cet article est d'6tudier les 6quations d'6volution non lin6aires mono- 

tones ~ entr~es stochastiques du type suivant 

-~-t (t; co) + A(t)y(t;o~) = g(t;o~) + dT(t; co) 
(i) 

y(0; co) = yo(~O) 

ofa A(t) est une famille d 'op6rateurs monotones d 'un  espace de Banach V dans 

son dual V ' .  En 1'absence du terme en df/dt, o~ joue simplement le r61e d 'un  

param&re et en changeant le cadre fonctionnel, on peut appliquer ~t l '6quation 

(i) les th6or~me g6n6raux &existence et d'unicit6 sur les 6quations d6terministes 

monotones (of. J. L. Lions [4]). Par contre en pr6sence du terme en df/dt ( f6 tan t  

seulement continue en temps), on rencontre une situation analogue A celle des 

6quations diff~rentielles stochastiques de I to [3]. On ne peut plus se ramener 

un cadre strictement d6terministe. On donne alors un th6or~me &existence 

et d'unicit6 pour l '6quation (i) et on d6montre un th~or~me de l'6nergie. Le 

r6sultat essentiel est le Th6or~me 4.1. 
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1. Hypoth 6ses--Notations 

1.1. Le cadre d6terministe 

Soit V un espace de Banach r6el, r6flexif et s6parable et H un espace de Hilbert 

r~el, avec V c H,  l'injection 6tant continue et V6tant dense dans H .  On identifie 

H et son dual; alors si V' d6signe le dual de V, on a 

(1.1) V c H c V',  

chaque espace 6tant dans le suivant, les injections &ant continues. On note 

II II (ou II �9 Ilv), I I. (ou I I-)les normes dans Vet  H respectivement, ( . , . )  

le produit scalaire dans H ,  ( �9 , �9 ) la dualit6 entre V, V'. Soit T > 0 fix6. 

Si X est une espace de Banach, on note LP(0, T; X) ou LP(X) lorsqu'aucune con- 

fusion n'est ti craindre, l'espace des (classes de) fonctions de [0, T] ~ X ,  me- 

surable et de puissance pieme sommable. Cet espace est de Banach pour la norme 

i ! - -  -- Ilg .,x) 11 g(t)[l~x dt (1 < p < o o )  

II g ]i,~,x, = sup e~s ti g(0 II (P = ~) 
t 

On note encore cg([0, T] ; X) [ou if(X)],  l'espace des fonctions continues de 

[0, T] -~ X,  qui est de Banach pour la norme uniforme 

[I g I[ = sup H g(t)[I 
~(X)  O < t < T  X 

On consid6rera, en particulier, ci-apr6s, les espaces LP(V), C~(H), LP'(V'), avec 

l ip + liP' = 1. 

EQtrATION D'~VOLUTION. On se donne pour presque tout t ~ ] 0, T [ ,  un 

op6rateur A(t) de V ~ V',  v6rifiant 

i 
A(t) est h6micontinu de V-~ V' (i.e. faiblement continu sur les 

(1.2) droites affines de V, soit 

2 ~ (A( t ) (y  + 2z), w) est continue de R dans R,  Vy, z .wE lO 

(1.3) I]a(t)Y Ilv'~ ~ Ilyll p-1 , 
V 

(1.4) (A(t)y,y) >= ~ll y I1." 
avec ~, fl > 0, p > 2 (coercivit6). 

(1.5) (A(t)y - A ( t ) z , y  - z )  > 0 

(1.6) 

Vy ~ V, p.p.t 

Vy ~ V, p.p.t 

Vy, z e V, p.p.t (monotonic) 

Si y ~ LP(V), alors {t ~ A(t)y(t)} e IY(V').  
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On a alors le: 

TH~OR~ME 1.1. Sous les hypotheses (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6), pour g 
donnd dans LP(O, T; V') + LI(O, T; H) et Yo donnd dans H, il existe une fonction 
y unique vdrifiant. 

(1.7) y e LP(0, T;  V) (~ L~176 T; H) 

f dy + a(t)y = g(t) 

(1.8) lydt.t0) = yo 

RE~P,  QUE 1.1. On renvoie pour la d6monstration du th6or~me 1.1 gt. J .L .  

Lions [4]. 

REMARQUE 1.2. D'apr~s (1.7) et (1.8), dy/dte LP'(O, T; V') + LI(O, T; H). Ceci 

et (1.7) impliquent que y est p.p. 6gale/t une fonction de (H). 

REMARQUE 1.3. On a le r6sultat suivant (cf. J. L. Lions [4]). 

Si z e LP(V) n L~176 avec dz/dt e LP'(V ') + IJ(n),  alors 

az 
(1.9) z(t)l 2 = 2(z(t), --~ ) p.p. t~[O,T] 

H 

et on en d6duit ais~ment l'6galit6 de l'energie suivante v6rifi6e par y(t) (en prenant 

z = y e t  int6grant entre 0 et t): 

(1.10) lY(t)[:+ 2 o(A(s)y(s)'y(s))ds = lyo[ zt~ + o (g(s),y(s)}ds 

O~ENTATtON. Notre but est d'6tudier l '6quation stochastique analogue ~t 

(1.8) l 'analogie &ant du type 6quation diff6rentielles de Ito [3]) 

1.2. Le cadre stochastiqe 

Soit (to,#) un espace de probabilit6, to, espace topologique compl~tement 

r6gulier muni de sa tribu bor61ienne ~-- et # une probabilit6 de Radon (i.e., mesure 

abstraite sur 3-  int6rieurement r6guli~re), cf. P. A. Meyer [5], L. Schwartz [7] 

On introduit les espaces 

(1.8)2 a~' = LZ(to,#; H) 

(1.9)2 ~ = LP(to, p; V) 

L'espace 9~' est de Hilbert pour  le produit  scalaire 

(Y, z)av = E(y(" ), z(" )) = f (y(o~), z(co))d#(co). (1. 10) 2 
3'* 
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L'espace ~" est de Banach pour la norme 

(1.i1) t[ylt = { f, [ly(og)[l;dl~(co) ! . 

I1 rdsulte de (1.1) et de ce que p > 2, que 

(1.12) r c o~ff c ~ ' ,  

les injections dtant continues et chaque espace dtant dense dans le suivant. On 
note 

(1.13) <y, z > ~ ,  = E <y(.  ), z( .  )> = . I .  <y(o)), z(o))> d~(~o) 

la dualitd entre C et "//"'. 

On sera amend fi considdrer les espaces 

(1.14) L2( j f ) ,  L ' (W),  L " ( ~ ' )  

REMARQUE 1.4. Les espaces (1.14) sont respectivement isomorphes (en t an t  

qu'espaces normds) aux espaces 

L2(~x  ]0 ,  T [ ,  d p |  

LP(~ x ] 0, T [,  dl~ | dt; V) 

LV(co x ] O, T [, d# | dt; V') 

INDI~PENDENCE DE VARIABLES ALI~ATOIRES. "Nous aurons besoin dans la suite 

de la notion d'inddpendence de deux variables aldatoires ~ valeurs dans des 

espaces topologiques e2,~2. 

Soient 41(a)) et 42(co) deux variables aldatoires ~ valeurs respectivement dans 

~i et d~ on note 41(P)et 42(#) les lois de probabilitd sur81 e tg  2 ddfinies comme 

mages de p par les V.A. 42, 42, et on note 41 | 4; l'application de co ~ d~l x d~2 

ddfinie par 

42 | G 
o) �9 {41(~o), 42(co)}* �9 

Soit 42 | 42(/0 la loi de probabilitd sur ~1 x d' z ddfinie comme image de /~ 

par 41 | ~z, on adopte avec Meyer [5] et Schwartz [7] la ddfinition: 

D~FINmON 1.1. Les variables aldatoire 41 et 42 sont inddpendantes si 

41 ~) 42(#) ~--- 41(/-/) | 42(,//) 

oh 41(/-0 | 42(/-0 ddsigne le produit tensoriel des lois de probabilitd 41(/0, 42(/~) I 

�9 Bien entendu, ~1 | ~2 est une variable aldatoire ~ valeurs darts ~9 • 82. 
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On dtmontre le thtor~me tr~s utile suivant (cf. L. Schwartz [7]). 

TH~OR/~ME 1.2. Dans le cas oft81 et ~2 sont des espaces topologiques compldte- 

ment rdguliers, la condition ndcdssaire et suffisante pour que 41 et 42, soient 
inddpendantes est que l'on air 

E~b(~l)r = E~b(~x)e~b(~2) 

Vq~ ~ &(S1), r ~ ~(82) oh ~(81) (respectivement ~(82)) ddsigne l'espace des 

fonctions rdelles continues et borndes sur 8~ (respectivement ~2) m 

REM_ARQUE 1.5. I1 est important de noter que si 8~ et o~2 sont des espaces 

vectoriels topologiques de dimension infinie la notion d'indtpendance de V.A 

valeurs dans les 8i dtpend fortement des topologies dont on munit les o~i (faibles 

compactes, for tes . . . ) .  

PROCESSUSf. On considtrera par la suite des processus f = f ( t ;  co) du type 

suivant: 

(1.15), f ~ C( [0, T]; LP(to, #; H)) 

~VtDt2 avec < tl < t2 < T, f ( t 2 ) - f ( t l )  est une variable altatoire 0 

(1.15) 2 -~t valeurs dans H indtpendante de la variable algatoire{f(ti,),...,f(tj,)} 

L ~t valeurs dans H a, pour tout q et 

tj,,...,tj~ < h .  

Donnons tout de suite un exemple important de processus f , / t  savoir le processus 

de Wiener hilbertien. 

PROCESSUS DE WIENER HILBERTIEN. Soit f(t) un processus de Wiener/t valeurs 

dans H,  c'est-/t-dire une application de [0, 7"] ~ Mes [~,g;  HI* vtrifiant 

(1.16) { Vt, Wp ~ H, (f(t), c~) est une variable a16atoire rtelle centrte de Gauss 

et 

p min(t s) 

(1.17) E(f(t),qb)(f(s),~) = Jo (Q(T)~,~)d~, Vt, s, V~, ~ t H  

off Q(" )eL~176 ~q#(H,H)) et 

(1.18) p.p.t Q(t) est auto adjoint positif et nucltaire 

* Espace des variables altatoires ~t valeurs dans H. 
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(1.19) t ~ tr Q(t) ~ LI(O, T). 

On peut, quitte ~ remplacer f par un processus 6quivalent, supposer que f ( t )  
est p.s. un processus continu ~ valeurs dans H (cf. A. Bensoussan [1]). 

On v6rifie sans difficult6 ~ partir de (1.15), ..., (1.18) que 

Vt, z, 0 < t < z, Vq~ et ~ H ,  (f(t),d?) et ( f( t)  - f ( z ) , ~ )  sont des 
(1.20) 

variables al6atoires inddpendantes. 

E If(t)]2 = f t  tr Q(z)d~ 
do 

(1.21) 

(et donc f(0)  = 0). 

On a alors la 

PROPOSITION 1.1. 

(1.22) 

D~MONSTRATION.  

(1.23) 

Sous les hypothdses prdcddentes, 

f ( t )  ~ C([0, T] ;  LP(t~,/~; H)) 

Montrons d 'abord que 

Vt, f ( t )  e LP(~, #; H) .  

fo' On consid~re, toujours pour t fix6 l'op~rateur Q(s)ds qui est un op6rateur 

e ~e(/-/;/-/) auto adjoint, positif et nucl6aire, et donc poss~de un syst~me de 

vecteurs propres e(t), i = 1,..., oo, qui forme une base orthonorm~e de H .  

Par cons6quent f ( t )  peut se d6composer suivant la base ei(t), soit 

(1.24) f ( t )  = 2 2t(t)e,(t) 
i 

et aussi, puisque les e~(t) sont orthonorm6s 

(1.25) lf(t ) [2 = E 
i 

Notons que Ies 2,(0 sont des variables a16atoires r6elles, donn6es par la formule 

(1.26) 2,(0 = (f(t),e,(t)) 

et donc 
/ *  t 

(1 . 2 7 )  E2i(t)21(t) E(f(t), ei(t)) (f(t), ej(t)) = I ,  (Q(s)ei(t), ej(t)) = 

o/1 ~i(t) est la valeur propre de Q(s)ds, associ~e ~ ei(t ). Soit 2 q un nombre 

entier pair quelconque. On a 
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(1.28) If(t)] 2q = (]f(t)[2) q= ( ~  (~i(t))2) q =it.~..i (,~it(t))2""(,~i,(t))2 

o4 il, . . . , i  s sont des entiers quelconques.  

On a done, par int6gration en co des fonctions positives (1.28), 

(1.29) E[f(t) 12s = ~E E(~il(t))2...(2iq(t)) 2 
i t ' . . iq 

les int6grales (1.29) pouvant  ~tre infinies. D'aprSs (1.27) les 2 i ( t )  sont des variables 

al6atoires Gaussiennes non correl6es et donc ind6pendantes.  Par  cons6quent,  

o n  a 

(1.30) E(Xi,(t)) 2 " "  (.,3%(0) 2 = E 22"(t)E2~'2(t),, ,, ... E ).%2"q(t) 

oh i n # i,2 # .-. # i,q sont les indices appartenant  ~ i 1, ..., i s ayant  des valeurs 

distinctes, et 

(1.31) rl + "" + r s = q .  

On remarque alors que, puisque, les ;t,,(t) sont Gaussiennes, 

,~2,.,t ~ (2rh)! 1 (E2,~h(t)),h 
(1.32) E i~ h ~ j - rh---~. 2 "h 

et donc 

(1.33) E,~i2[a(t)...E22~q(t) = f i  (2rh)! 1 (E2i2h(t)f h 
h= i rh ! 2,~ 

(2q)! s 22 i, 

Mais le second membre  de l'in6galit6 ci-dessus n 'est  autre que 

~ .  / E~2,( t)''" E22(t). 

On obtient  ainsi, en revenant 5. (1.28) 

[ '~(2q)! r E2i,(t)...2 {(2q) !~s E ;t2(t)~ s , (1.34) EIf(t)lUq< l--X-C- ! ~ E~t2~(t)= ( ~  
\ q.  1 i,...io \ q !  ] �9 l 

et donc 

(1.35) E If(t)[u  =< Cte • (E If(t)[2)s.  

Mais  le second membre  de l'in6galit6 (1.35) est fini ct done 
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f ( t )  ~ L2~(t~, p; H) V q entier positif. 

On peut donc trouver q tel que 2q < p < 2q + 2. Mais alors 

(1.36) E If(t)I p = f,o lY(Ol~- l i  

Israel J. Math., 

If(t) ]Pd/x(~o) + ft~, I f(t) l< ,} If(t) l"d#x(~ 

j" I:(,)l:":a.(<,,) + f to, I f ( / ) l -  1} { t o , i f ( i )  I < 1} 

=< +: +  ls(,)l 
et comme le second membre de l'in6galit6 ci-dessus est fini, il en r6sulte que 

f ( t )  ~ LP(o~, it; H). 
Montrons maintenant que t ~ f ( t ) e s t  continue de [-0, T] dans E~o~,It;H). 

Pour t = 0, ceci r6sulte de 

(1.40) E if(t) - f ( 0 ) I  p = E if(t) [ p 

et d'aprbs (1.35) et (1.21), on voit aussit6t que 

(fo)  (1.41) E l f ( t ) [ "  < Cte tr Q(s)ds " - - ~  O. 
t~0 

Soit maintenant to non nul, on peut faire le m~me raisonnement qui ci-dessus, 

avee l ' o p ~ r a t e u r ,  m~176 rempla~ant (s)ds, et f ( t )  - f(to) rempla~ant 
d min(t,to) 

(t). On en d6duit, comme pour (1.36), l'in6galit6 

(1.42) E If(t) - f ( to ) [  2q < Cte(E If(t) -f(to)[z)q 

et done aussi 

= Cte(~2211:iil)trQ(s)ds) ~ 

[ [  ['max(t,to) )2 ( 
(1.43) E l f ( t ) - f ( t o ) [  p < Cte [[Jm,.(,,,o trQ(s)as + 

oh 2q < p < 2 q + 2 .  

I1 r6sulte alors de (1.43) que 

(1.44) E If(t) - f ( t o ) l "  ~ 0 
t--+ t o 

ee qui prouve bien (1.22).11 

mmaX(t,to) \2q+ 2] 
trQ(s)ds | ] 

in(t.to) / ] 
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I1 r6sulte bien alors de la Proposition 1.1, de (1.20) et du fait que les variables 

algatoires (f(t), d#) sont Gaussiennes V~ que le processus de Wiener Hilbertien 

f ~t valeurs dans H v6rifie (1.15). 

APPROXIMATION DE f. I1 sera commode, par la suite de disposer d'une appro- 

ximation de f v6rifiant (1.15), par des processus ~t valeurs dans V: Si {ei}i>_l 

d6signe une base orthonorm6e de H form6e d'61gments de V*, on pose 

N 

(1.45) fs(t) = ~, (f(t), ei)e t 
i = 1  

et on a alors 

PROPOSITION 1.2. 

fiant la propridtd (1.15). De plus on a 

(1.46) 

(1.47) 

DI~MONSTRATION. 

f ( ( t ) ,  e~) e C([0, T] ; 

fN~ C([O, T];  LP(o),#; H)). 

Pour tout entier N, fN est un processus stochastique vdri- 

f s e  C([O, T]; LP(to, #; V)) 

Vt fN(t) ~ f ( t )  dans La(co,#;H). 

Comme f( t)eC([O,T];LP(to,#;H)),  on a aussit6t Vi 

LP(t~,#;R)) et donc (1.46), ce qui implique aussi 

D'autre part, fN(t2) - fN(tl) = ~ =  1 (f(t2) - f ( t l ) ,  ei)ei s'obtient /t partir de 

f ( t 2 ) - f ( t l )  par une application visiblement continue de H ~ H .  De m~me 

(fN(tl), '",fN(tq)} s'obtient ~t partir de {f(tjl), ...,f(tjq)} par une application 

continue de H q ~  H ~. De l'ind6pendance des V.A. f ( t 2 ) - f ( t l ) d a n s  H et 

{f(tji),... ,f(tjq)} dans H ~ r6sulte aussit6t celle defN(t2) -fN(tx) et {fN(tjl),'",fN(tjq)}. 

Enfin (1.47) est 6vident puisque les e~ forment une base de H II 

REMARQUE 1.6. Dans le cas oO f est un processus de Wiener Hilbertien, on 

montre ais6ment (cf. Bensoussan [1]) quefN est 6galement un processus de Wiener 

Hilbertien dans H ,  auquel correspond un op6rateur QN(s) ~ ~ ( H ;  1-1) d6fini par 

N 

(1.48) QN(s)~ = ~, (Q(s)e,, ei)(ei, d#)e~. 
i , j = l  

La propri6t6 (1.47) se complete alors par 

(1.49) f s  -~ f dans C([0, T] ; L2(to, #; H)) lorsque N ~ + oo. 

* Une telle base existe: Comme Vest dense dans H, il exist urte famille libre et totale (et 
n6c6ssairement d6nombrable) form6e d'616ments de V. Le proced6 d'orthogonalisation de Schmidt 
nous permet d'en d6duire une base orthonorm6e. 
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2. Premiers Types D'Equafions Stochasfiques 

2.1 Transpasifion du cas d6terministe 

Pour y ~ ~ ,  co -~ A(t)y(co) est (pour presque tout t) une application de to -~ V'. 

On d6montre que A(t) est une application continue de V fort dans V' faible 

(cf. [-4]) et alors {co ~ A(t)y(co)} est faiblement mesurable ~t valeurs dans V' 

et donc mesurable, puisque V' est s6parable. Gfftce ~ (1.3) on v6rifie ais6ment 

que {co ~ A(t)y(co)} ~LP'(to,#; V') = ~ ' .  On note d ( t )  l 'op6rateur ainsi d6fini 
de Y/ '~ ~ ' :  

y --* {o) ~ A(0y(co)}. 

On fait sur A(t) l 'hypoth~se suppl6mentaire suivante: 

(2.1) { si t ~ y(t) est une application mesurable h valeurs dans ~e', alors, 

t ~ A(t)y(t) est mesurable ~t valeurs dans ~ ' . *  

On a alors le 

LEMMA 2.1. Les opdrateurs d ( t ) ;  ~/" ~ ~ ' , t ~ ] 0 ,  T[satisfont gt des pro- 

pridtds analogues gt celles de A(t): 

(2.2) d( t )  est hdmicontinu pour presque tout t 

(2.3) <d(t)y - d ( t ) z , y  - z>~r,~r, > 0 Vy, z e ~ ' , p . p ,  t 

(2.4) (~r y)~r,~r, > ~ ]1 Y ][2 Vy ~ ~", p.p. t 

(2.5) II ~r I1 ~" < fl II y II .~-I vy ~ y r, p .p . t  

(2.6) s i y  ~ Lp(~) ,  alors {t ~ d(t)y(t)} e LP'(~ e~') 

D~MO~STRA~ON. Soient y, z e ~e ~ et ~b ~ ~ ' ;  on a, si 2 ~ R 

(2.7) (~r (y + 2z), ~)~.,~., = f .  (A(t) (y(co) + ,~z(co)), ep(co)) d#(co). 

D'apr~s (1.2), lorsque 2 ~ 0 

(A(t) (y(co) + 2z(co)), oh(co)) ~ (A(t) y(co), c,b(co)), p.s. 

D'apr~s (1.3), on volt que p.s. 

(1.8) (A(t)(y(o)) + 2z(~o)),~b(a0) [ < [[ A(t)(y(co) + 2z(co))[Iv [1 q~(o))[Iv 

< f111 y(~o) + 2 z(co)I1~:~ II  (co)I1  --<  (11 + II  (co)11  

* Comme ' /P '  est s6parable, il sut~t que t --+A(t) y(t) soit faiblement mesurable ~t valeurs 
dam ~1~'. 
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(en se limitant, ce qui suffit, ~t --< 1). 
D'apr~s le thdor~me de Lebesgue, il en r6sulte que 

(2.9) fo, (A(t)(y(oJ) + 2z(oJ)), q5(r dp(o9) ~ f (A(t)y(oJ), qb(oJ)> dIJ(oJ) 

ce qui implique (2.2). 

Pour ddmontrer (2.3), on dcrit gr~tce ~t (1.5) 

(2.10) <A(t)y(co) - A(t)z(oJ),y(oO - z(oJ)> > 0 p.p. t, p.s. r 

et par intdgration en co, on obtient bien la propridtd de monotonie (2.3). Quant 

~t (2.4), on dcrit ~t partir de (1.4) 

(2.11) (A(t)y(og), y((o)> >__ u I[ y((o)fly p p.s. oJ 

et par intdgration en (o, il en rdsulte aussit6t (2.4). 

De m~me (2.5) rdsultc dc (1.3); en effct, on a 

p . p . t  p.s. co II~(t)y(co)[Iv, =< 

d'o?a, par 616ration ~t la puissance p' 

p.p.t p.p.o)[lA(t)y(~o)[l~i < [3 l[y(o))llv 

et en int6grant en co, il vient 

II A(t)y(o)) llv,d#(o)) <_ I} y(o~) ll~d#(m) 

soit 

II  (t)y I1;', [3"11y II; 
d'o~t (2.5), en remarquant que p/p' = p -  1. 

Si maintenant y e LP(~e"), alors d'apr~s (2.1), d(t)y(t) est mesurable h valeurs 

dans ~ '  et d'apr~s (2.5) 

I[ s~(t)y(t) I[,, < [3 II y(t)117 1 

d'o~t il r6sulte imm6diatement, par 616vation ~ la puissance p ' ,  que 

d ( .  )y(" )eLP'(~ ') les autres propri6tds ennoncdes dans (2.6) se ddmontrent 

comme ci-dessus, par application du th6or~me de Lebesgue. 

REMARQUE 2.1. Dans le cas o~ A(t) est ind6pendant de t, (2.1) est automatique- 

meat vdrifide. En effet d C  --+ C '  est hdmicontinu, monotone, coercif et donc 

continu de ~ fort dans 0e" faible. Si done t --+ y(t) est mesurable ~ valeurs dans 

"//', alors t ~ d(y(t)) est mesurable h valeurs dans ~/" faible, donc aussi dans ~e", �9 
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On drduit du Lemme 2.1 le premier rrsultat suivant 

PROPOSITION 2.1. Pour Yo ~ et L~'(~ ') + L ' ( ~ )  donnds, il existe y unique 
dans LP( C.r) ~ L~176 vdrifiant 

I ~ t  § d( t )y ( t )= g(t) p.p. t 
(2.12) 

---|y(O) = Yo k. 

DI~MONSTRATION. On applique simplement le Thror~me 1.1 avec A,V,H, V' 

mais alors p.s. 09, 

(2.15) 

On a alors 

TH~OR/~M~ 2.1. 

= f r  dy(t',09) 
- forY(t; 09)~(t)dt ,]o dt ~(t)dt e V' 

d'ofl (2.13) [] 

Donnons un autre rrsultat. On consid~re un processus f vrrifiant 

fEc~([O, T];  LP(09,/~; V) )  

Sous les hypothdses des paragraphes 1.2 et l'hypothdse (2.15), 

il existe y unique dans LP(r N c~( yf)  vdrifiant 

+ d( t )y  = g(t) + d--{ 
(2.16) 

LY(0) = Yo 

* I~galit6 au sens des distributions vectorielles sur ] 0,T [ ~ valeurs darts ~ '. 

remplacrs par d ,  ~e', ~ ,  ~ ,  [] 

REMARQUE 2.2. Les 6galitrs (2.12) sont 6quivalentes aux suivantes: 

ida ( t ;09)  + A(t)y(t;09) = g(t;09) p.s. 09, p.p. t 
(2.13) / 

Ly(0;  09) = Yo(09) p.s. 09, 

la drrivation en t 6tant prise au sens des distributions vectorielles ~i valeurs darts V'.  

En effet dy/dt est une distribution ~t valeurs dans ~ ' ,  et donc si ~b ~ / ' ( ]  0, T D on a 

fo �9 (2.14) dt  = y ( t ) ~ ( t ) d t  = - y ( t ;  09)~(t)clt ~ ~ '  
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Dt~MONSTRATION. 

(2,17) 

et l '6quation 

EQUATIONS STOCHASTIQUES 

Consid6rons l'op6rateur My(t): ~- -+  ~ '  d6fini par 

d.r(t)z = ag(t) (z + f(t)) pour z ~ r 

107 

t 
'dz  

(2.18) -d'[ + dy( t )z  = g(t) 

~.z(O) = yo 

Alors la condition n6cessaire et suflisante pour que (2.16) ait une solution 

unique est que (2.18), ait une solution unique dans LP(Y')nL~176 telle que 

dz 
-dr ~ L"" (r + L*(Jf)  

En effet si z ~ L P ( ~ ) N  L~(aff), dz/dteLP'(Y '') + IZ(Yg') alors z E cg(~vg ') et si on 

pose y = z + f ,  alors yeLP(W)n~g(~  '~ (grace ~t (2.15)) et il est 4vident que y 

est solution de (2.16). 

R6ciproquement si y est solution de (2.16), alors z = y - f e s t  solution de 

(2.18) et dz/dt = g ( O -  al(t)Y(Oe Lr �9 

Tout revient done ~t d4montrer l'existence d'une solution unique de (2.18) 

(dans LP(Y/') ~ L~~ ( ~  ,~ avec d4riv6e dans Lr C'est ce qui est fait 

au num4ro 2.3. 

Les r6sultats d'existence et d'unicit4 pour (2.18) peut ~tre d4duit du th4orhme 

1.1 (ou du moins d'une version am41ior6e de ce th4or6me). La d6monstration 

que nous proposons ci-apr6s utilise les m&hodes de diff6rences finies et nous 

permettra d'obtenir des informations suppl~mentaires sur la solution (el. no 3.2). 

2.2. Etude de l'~quation (2.18) 

On a l e  

LEPTA 2.2. 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

d I ( t  ) est hdmicontinu pour presque tout t 

d l ( t  ) est monotone pour presque tout t 

Si yeLP(Y/),  alors {t--+ aecy(t)y(t)}eLr162 

DI~MONSTRATION. Soient y, z e ~  et r  on a si 2 e R  

(2.22) (agjr(t)(y + ).z),qS)~r at, = ( d ( t ) ( y  +f ( t )  + 2z), qS)~..~r, 
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et grace ~ (2.2), lorsque 2--* 0, le second membre de (2.22)converge vers 

( d ( t ) ( y  +f(t)) ,~b)r162 = < d f ( t ) g , ~ b ) r 1 6 2  d'ofi (2.19). 

Pour d6montrer (2.20) on 6crit 

(2.23) ( d f ( t ) y  - d f ( t ) z ,  y - z > = 

( d ( t ) ( y  + f ( t ) )  - d ( t ) ( z  + f ( t ) ) ,  (y + f ( t ) )  - (z + f ( t ) ) )  > 0 

d'apr6s (2.3). 

Enfin (2.21) r6sulte imm6diatement de (2.6) car si y( �9 ) ~ LP(~),  alors (grfiee 

(2.15)) y ( .  ) + f ( "  ) e L P ( ~ ) ,  et done 

d s ( .  )y( .  ) = d ( . )  ( y ( . )  + f ( . ) )  e L"(~") [ ]  

2.3. Approximation 

Soit N un entier destin~ /t tendre vers l'infini et k = T I N .  On consid~re un 

d6coupage de l'intervalle [0, T] ,  O, k, 2k , . . . ,  N k .  On pose 

(2.24) f "  = f ( n k )  ~ "//" 

(2.25) g. 1 f.k = g(t)dt ~ ~ '  
W n--1)k 

et on introduit la famille d'op~rateurs d ]  de ~ ~ ~ '  d6finis par 

(2,26) d~c~ -~  + f " )d t .  

On consid~re les relations de r6currence 

Iz 
n __ 2 n -  1 

- - - - k - - - -  + d~z" = g" n _>_ 1 
(2.27) 

Zo = Y o - f ( 0 ) .  

Remarquons d 'abord que (2.27) d6finit bien de maniSre unique une suite z" 

d'616ments de r (sauf toutefois pour n = 0, z o ~ o,~f). 

En effet introduisons d " :  ~ ~ "1/" d6fini 

l ~k_l)kd(t)dpdt ,  d"~  = 2- v r  (2.28) 

alors (2.27) s'6crit 

(2.29) 
a n  - -  g n -  1 

k + ag'(z" + i f )  = g" 
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mais alors en posant y" = z" + f " ,  on voit que y" doit satisfaire aux relations 

de r6currence: 

ty 
n _ y , -  1 , _ f , -  1 

(2.30) k + d"y"  = g" + f k 

yO = Yo 

Or il r6sulte des propri6t6s de d ( t )  (Lemme 2.1) que d "  est monotone, h6mi- 

continu et coercif de ~ darts ~ '  et par cons6quent (cf. Lions I4] (I + k") est 

inversible. Donc, dans (2.30), lorsque y"-~ est connu, y" est d6fini de mani~re 

unique comme un 616ment de ~e-. 

On introduit maintenant les fonctions 6tag6es 

(2.31) 

On a alors le 

LEMME 2.3. 

L ~ ( ~ )  et LP(~).  

D~MONSTRATION. 

(2.32) 

d'o(l 

"fk(t) = f "  dans 

gk(t) = gn dans 

yk(t) = y" dans 

Zk(t ) = Z" dans 

[nk , (n  + 1)k [ 

[nk , (n  + 1)k[ 

[nk , (n  + 1)k[ 

[nk , (n  + 1)k[ 

Yk(" ) et Zk( " ) demeurant ,  lorsque k ~ 0, dans des born& de 

Consid6rons la relation (2.29) qui s'6crit 

z n - z " - l + k  d"y"= kg" 

(2.33) 

soit 

(2.34) 

Mais 

(z" - z n - l , z  ") + k ( d " y " , y "  - f " )  = k ( g " , y "  - f " )  

(z" - z " -~ , z  ") + k ( d " y " , y " )  = k (g" , y " )  + k ( f " , d " y " )  - k ( g " , f " ) .  

et done (2.34) implique 

(2.35) [el2 - [e-1 [' + I z" -  e-112 + = 

2k (g", y") + 2k (f", d "y" )  - 2k (g" , f" ) .  
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D'apr~s les propri6t6s (2.4) et (2.5) de d ( t ) ,  qui conduisent aux m6mes pour 

d *, on d6duit de (2.35) la majoration suivante 

(2.36) l e l ' - l e - ~ l = +  2k=lly"[l~ ~ 2kllg"ll~,llY"[l~ 
§ 2k~llf'[l~ " ' - ' §  fly 11~, 2kllg'll~,llf'll~ 

On utilise alors l'in6galit6 classique suivante; S i r  et s > 0 v&ifient 1/r + 1Is = 1, 

alors 
a r c  r 

(2.37) ab < + b~ 1 - -  - - - ,  Va, b,c > O. 
!" SC s 

Par cons6quent on a 

(2.38) llg'll~'lly'll~ ---Ily"'~-?-+='i II g'll~, p'e'l . Y c > O ,  

et 

d p' 1 Vd > 0, 
(2.39) IIf'll~lly'll~ -1--- Ily'll~- + [If~ pd.' 

en remarquant que ~ P  = p ' .  
p - 1  

Enfin 

(2.40) IIg'll~'llf'll~ < IIg'llf liT'li- p, + p 

c p d p' 
Choisissons c et d de fagon que c1 = 2ct - 2 - 2fl_-~r- > 0 alors tenant compte 

P p 

de (2.38), (2.39), (2.40) on d6duit de (2.36) 1'in6galit6 suivante 

(2.41) l'~l'-Iz'-ll'+kc~llY'll'<Ekll= gn "tl~, 7-~p,c,---~1 1 

Mais, d'apr~s l'in6galit6 de H61der on a 

(2.42) I1'" 1 i .n~ l f,  ,~ , g(t)dt II~' < II g(t) -- - I]~,d, g I1,, II r, .,(n_,,~ = k .-1,~ 

et puisque f ( t )  ~ c~(~) 

(2.43) II f" II- z Constante, Vn. 

Grttce ~ (2.42) et (2.43), on obtient tinalement la majoration 
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f nk t P' (2.44) = +k~,llY"ll[.<c2 !lg()ll,~,dt+k~a 
(n-  1) 

Par addition (et remarquant que nk < Constante) on d6duit ais6ment de 

(2.44) les majorations suivantes 

io Vn, lz"l.  ~ =< lYo-f(0)12 - c 2  [I g(,) ll [: d, + c a t  

(2.45) 

N fo TII rl;: c, :~ gl] Y"II; ----lYo - / (~  + c2 g(t) dt + caT. 
n = l  

Mais (2.45) signifie que Yk demeure dans un born6 de LP(~) et Zk dans un born6 

de L~(Yt~ Comme fk demeure dans un born6 de L (Y'), i l en r6sulte bien le Lemme. 

Soit t fix6 dans [0, T] et n, = partie enti~re de t/k. En ajoutant les diverses 

6galit6s (3.22), pour n compris entre 1 et nt, il vient 

nt ~t 

(2.46) z"' + k ] g a g " y " = y o - f ( O ) + k  • g" 
n=l n = l  

ce qui s'6crit aussi 

i~ n~k f ontk 
(2.47) zk(t) + Jo agk(S)yk(S)ds = YO--f(O) + gk(S)ds 

Noter 6galement que l 'on peut remplacer ag k par ag dans cette 6galit6. 

Soit maintenant w E Y" quelconque, (2.47) donne encore 

t "  T t '  T 

(2.48) (Zk(t),w) + [ (d(s)yk(s),~.,k(s)w)ds = Yo + | (gR(S),~.,k(S)w)ds 
.I0 .J 0 

o~ ~f,,t(s) ddsigne la fonction caract6ristique de ] O, n,k [. 

Le Lemme 2.3 nous permet d'extraire des suites yt(t) et Zk(Pt) de sous suites 

not6es de fa~on identique, qui convergent vers des 616ments y et z dans LP(~ ") 

faible et dans L~(a(~) faible 6toile. II est 6vident que y = z + f .  Par ailleurs, 

d'apr6s la propri6t6 (2.5) de d ( s ) ,  on d6duit du Lemme 2.3 que ag(S)Yk(S) demeure 

dans un born6 de LP'(~ '') et par cons6quent, quitte ~t extraire une nouvelle sous 

suite, on peut toujours supposer que ag( �9 )Yk(" ) + (9(S) dans Lr ' ') faible. 

On peut alors passer/ t  la limite dans (2.48)* et on obtient 

* Raisonnement classique (cf [1] et [91 ). 
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(2.49) 

et done 

(2.50) 

On a alors le 

LEMME 2.4. 

D~MONSTRATION. 

A. BENSOUSSAN ET R. TEMAM 

f/ (z(t), w) + <d)(s), w> ds = Yo + <g(s), w> ds 

Israel J. Math., 

d z  
d-~-+ O(t)= g(t) p.p. te[O,T] (6galit6 dans f ' ) t  

(r = d(t)y( t) ,  p.p . t .  

Montrons tout d 'abord que 

(2.51) 
T ~ T  

fo <d(s)yk(s),yk(S)>ds ~ j <O(s),y(s)>ds. 
k~O 0 

En effet, (2.50) montre que dz/dt ~ L p' (r Comme zzLP(r il en rfsulte 

(cf. [4]) que l 'on a 

(2.52) ~-]z(t)  l ,  = 2(z(t) ,  (t)>~,~,, p . p . t . ,  

soit 

(2.53) [z(t) [2 = I z(0 ) 12 + 2 <z(t), g(t) - r 

Consid~rons ensuite les 6galit~s (2.35), que l 'on additionne pour n compris 

entre 1 et N .  On en d~duit ais~ment l'in~galit~ 

fo T (2.54) Izk(T)] ~ + 2 fo <zC(t)yk(t)'yk(t)>dt < Iz(o)l 2 + 2 <gk(t),yk(t)>dt 

+ 2 for<fk(t),d(t)Yk(t)>dt - 2 f r  o (gk(t),fk(t)>dt. 

En passant ~. la limite sup6rieure, on obtient 

(2.55) l i m s u p f  {d(t)yk(t),yk(t)>dt <--  lz(o)l + <g(0 ,y(0>d,  
k 0 i]0 

fo T + fo {f(t), •(t)> dt - (g(t),f(t)> dt - limk_.oinf �89 

Mais 

klz(T)] z <= liminf�89 z 
k ~ 0  
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et tenant compte de (2.53), on d6duit alors de (2.55) 

T fo T (2.56) limsup f (d(t)yk(t),yk(t))dt <= �89 (g(t),y(t))dt 
k ~ O  do 

r i r  + fo <f(t),O(t)>dt- ,~ <g(t),f(t)>dt-�89 2 
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fo" --  ( y ( t )  - - f ( t ) ,  g ( t )  --  t~(t))  d t  = ( y ( t ) ,  r  d t  

Mais par ailleurs on a 

�9 T T 

(2.57) jo (d(t)yk(t)'Yk(t))dt = fo 

+ 

(~r -- d(t)y(t), yk(t) -- y(t)) dt 

+ y(.)>,.  

- for<d(t)y(t),y(t))dt 

et comme d ( t )  est monotone, on en d6duit 

r T 

( 2 . 5 8 )  liminfk.._~0 jO (~r dt > fo(O(t),y(O>dt 
ce qui, compar6 avec (2.56) montre bien (2.51). 

Pour d6montrer le Lemme 2.4 h partir de (2.51), on utilise une technique 

classique bas6e sur la monotonie et l'h6micontinuit6 de d( t ) ,  (cf. Minty [6], 

Br6zis [2] et Lions [1]). 

D'apr~s la monotonie de d ( t ) ,  on a, pour tout w ~ LP(~ f )  

fo" (2.59) (d ( t ) yk ( t ) -  d(t)W(t),yk(t) -- w(t)? dt > 0 

d'og en passant ~ la limite, grgLce/L (2.51) il vient 

f (2.60) ( 0 ( 0 -  d(t)w(t), y(t) - w(t)) dt > O. 

Choisissons alors w(t) = y ( t ) -  20(0, off O eLP(~) et 2 > 0 sont quelconques; 

(2.60) donne 

fo" (2.61) ( r  ~r 20(t)),d/(t))dt > 0 



114 A. BENSOUSSAN ET R. TEMAM Israel J. Math., 

on divise alors par 2 ce qui est possible car 2 > 0 et on obtient 

f (2.62) ((9(0 - ~r - 2O(t)), d/( t ))dt  >= O. 

On fait alors tendre 2 vers 0 dans (2.62). La propri6t6 d'h~micontinuit6 conduit ~t 

fo'  (2.63) ~(t) - d ( t ) y ( t ) ,  O(t)) dt > 0 VO s 13(3 r 

d'oO le r6sultat, m 

2.4. D6monstratian tlu Th6or6me 2.1. On r6capitule les r6sultats obtenus. 

I1 existe z e LP(3r dz/dt ~ Lr ' ' )  et y ~ LP(~) v6rifiant y = z + f .  De plus 

(2.50) et le Lemme 2.4 donnent aussit6t 

dz 
(2.64) d-t § d ( t ) y ( t )  = g(t).  

Enfin z(0) = Y o - f ( 0 )  (d'apr~s (2.49)). Done z e s t  solution de (2.18) et par 

cons6quent y de (2.16). 

L'unicit6 r6sulte de la propri6t6 de monotonie de l'op6rateur d•(t). En effet, 

supposons que (2.18) poss~de deux solutions z 1, z 2 et posons w = z I - z  2. 

On a done, par soustraetion 

(2.65) -~" + d f z l  - d f z 2  = 0 p.p. t 

Lw(0)  = 0 

et done en multipliant par wet  int6gration il vient 

fo' (2.66) �89 w(t)[2 + <df(~)z l (~)  - d A , ) , 2 ( , ) .  ,~(~) - z2(~)) as  -- o 

vt s [0, r ]  

et comme d f ( z )  est monotone, on voit que w(t) = 0 Vt m 

Du point de vue de l'approximation remarquons que toute la suite zk converge 

vers z dans LP(~) faible et L~176 faible 6toile (et non une sons suite en raison 

de l'unicit6 de la limite de toute sous suite extraite). De m~me Yk -~ Y dans LP(~) 

faible et L| ') faible 6toile. 

De plus le Lemme 2.4 nous montre que d ( .  )YK(')--~ ~r )Y(" ) clans 

L r  ') faible. 
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3. Egalit6s de L'6nergie 

3.1. Hypoth6ses 

Jusqu'/t pr6sent nous n'avons fait aucune hypoth~se de type probabiliste (par 

exemple sur la correlation des processus g e t  Yo avec f ) .  Nous allons maintenant 

supposer la propri6t6 d'ind6pendance suivante: 

(3.1) 

Vtl,t2 avec 0 < tl < t2 < T, f( t2)  - f ( t l ) ,  est une variable al6atoire 

/t valeurs dans H ind6pendante de la variable al6atoire ~ = 

{Yo, g lao,,~t,f(tjO,'",f(tjq)} ~ valeurs dans H x LP'(O, tl ;H) x H Q pour 

tout entier q et t j l , . . . , t jq < t~*. 

REMARQUE 3.1. L'hypoth6se (3.1) jointe /t (2.15) redonne comme cas par- 

ticulier (1.15). Nous serons amen6s/t  consid6rer deux processus dy type f ,  not6s 

f l ,  f2 qui v6rifieront (2.15). Quant aux correlations de f l  e t f2  entre eux, ou de 

f l ,  f2 avec Yl, Y2 on fera l'hypoth~se suivante 

(3.2) 

Vtl, t2 avec 0 < tl < t2 < T, le couple { f l ( t l ) - f l ( t l ) , f2 ( t2 ) - f2 ( t l ) }  

valeurs dans H 2 est ind6pendant de 

{Yo, g ho,,lt, f l ( t j l ) , ' " , f l ( t j~) ,  f2(til), "",f2(t,,)} bL valeurs dans 

H x LP'(O, t l ; V  ') • H q x H,,** Yq,  r et t~l, . . . , t j~,ti l , . . . , t i ,  < t 1. 

REMARQUE 3.2. L'hypoth6se (3.2) est plus g6n6rale que (3.1) et se r6duit /t 

elle, lorsqu'il n'y a qu'un processus (fl  -- f2).  

3.2. Th6or6me de l'6nergie 

On note Yl (respectivement Y2) la solution de (2.16) o~ f est remplac6 par f l  

(respectivement f2).  On a alors le Th6or6me suivant: 

TH~ORi~ME 3.1. Sous les hypotheses de la proposition 2.2 et du paragraphe 

3.1, les relations suivantes (du type dgalit~s de l'dnergie) sont v~rifides 

* g [ ]0,t 1 [ d6signe la restriction de g ~t l'intervalle ]0, tl [. 

** Bien clue fl et f2 soient continues/t valeurs dons LP (09, #; V), (3.2) peut tr~s bien ~trr 
faux si on consid6re les fl ( ts l ) . . .  V.A. ~, valeurs dons V. 
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(3.3) 

(3.4) 

A. BENSOUSSAN ET R. TEMAM 

fo' E l Y ( t ) l ~  + 2E <A(s)y(s) ,y(s)>ds = ElYo] z 

fo' + 2E <g(s),y(s)>cls + E[ f ( t ) [  ~, 

e I y l ( t ) -  y2(t) 1~ + 2 E f t  
jo 

Israel J. Math., 

vt ~ [o, r ) ] ,  

<A(s)yl(s)  - A(s)y2(s), y l ( s ) -  y2(s)> ds 

= E [ f , ( t ) - f~( t ) l~  Vt~[O,T] 

Par int6gration et utilisant la condition initiale (2.18), il vient 

(3.7) e ] y ( t ) - f ( 0 ] 2  + 2  ~<a(s)y(~) ,y(s ) - f (s )>ds  

f/ = E l y o [ ; + 2  E<g(s ) , y ( s ) - f ( s )>ds ,  Vt, 

Nous allons d~montrer ci-apr~s la relation suivante 

ce qui s'6crit encore 

(3.6) el y(t)  - f ( t ) [~  + 2E <y(t) - f ( t ) ,  A( t )y ( t ) )  

= 2 E < g ( t ) , y ( t ) - f ( t ) > ,  p .p . t .  

DI~MONSTRATION. Remarquons d'abord que (3.3) et (3.4) ont un sens, puisque 

grace h l'hypoth6se (2.15), y = z + f  est continue de [0, T] ~ L2(~,/~;H) (donc 

aussi Yl = zl + f l ,  Y2 = z2 +f2) .  

DI~MONSTRATION DE 3.3. 

1) APPLICATION DE PROPRI~.T~S CLASSIQUES. La solution z de (2.18) v6rifie la 

propri6t6 suivante (comme fonction ~ LP(~) c3 L| dont la d6riv6e distribu- 

tion appartient /t L " ' ( ~ ' ) +  LI (~  ') cf. [4]) 

(3.5) d l z ( t ) l ;  = 2 <z(t),z '(t)>v, ~, p .p . t  

et par cons6quent, en utilisant (2.17) 

= 2 (z(t), g(O - ~'s(t)z) ~,~, 

= 2 <z(t) ,g(t))~,~,  

- 2 < z ( t ) , d ( t ) ( z ( t ) + f ( t ) ) > ~ , ~ , ,  p.p. t, 
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(3.8) f0 t E(y( t ) , f ( t ) )  + E (A( s )y ( s ) , f ( s ) )ds  = 

fO 
t 

+ E (g ( s ) , f ( s ) )  ds + E If(t)12 - E(f(O)12 . 

I1 est alors imm6diat, en d6veloppant (3.7), et en utilisant (3.8), que l'on obtient 

(3.3). 

2.) D~MONSTRATION D~ (3.8). Nous allons, pour d6montrer (3.8) utiliser 

l'approximation Yk de y d6finie au n ~ 2.3. Consid6rons les relations (2.30), que 

l'on 6crit en explicitant d "  (et en faisant apparaltre la variable co e co). 

f f(og) - y ~ - 2 ( 0 9 )  (3.9) k + A"y"(og) = g"(o)) +if(co) - fn-l(C~ 

y~ = yo(e~) 

o/~ A" est l'op6rateur de V ~ V' d6fine par 

(3.10) A%~ = Ic V~be V. 

Prenons le produit scalaire de (3.9) avec i f ,  il vient 

(3.11) (y" - f - l , f n ) H  + k (Anyn , f  ") = k ( g n , f  n) + ( fa , f "  - f " - l ) H  p.s. to. 

Or on a 

(3.16) (y,  _ f - l , f f )  = ( f  ,fn) _ ( y n - X , f , - ~ , f ,  __ fn--~). 

NOUS allons d6montrer le 

LEMMA 3.1. On a la propridtd d'inddpendance suivante 

(3.17) 

Pour tout n,  2 < n < N , fn  _ i f -  1 dt valeurs dans H est inddpendant 

de {Yo, g [to,(n-1)kt, f ( t l ) , " ' , f ( t q ) ,  y l , . . . ,  yp} dt valeurs dans 

H x LP'(O,(n-1)k;V ') x H e x H p, Vq, V tD. . . , t  q < (n -1 )k  et Vp 

avec 1 < p < n - 1 .  

DI~MONSTRATION. Prenons d'abord p = 1 .  On remarque que, d'apr~s (3.9) on a 

(3.18) yt  = (I  + kA1) - l (yo  + kg 1 + f l  _ f o ) .  

Or, d'aprbs l'hypoth~se (3.1) on a, Vq, Vh, '" , t~ < ( n - 1 ) k  
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I fn _ f . -  1 (dans 

(3.19) ~ = {Yo, g ho(.- 
~t valeurs dans 

Par ailleurs Yo + kg 1 + f l  

peut Etre d6finie comme une 

A. BENSOUSSAN ET R. TEMAM Israel J. Math., 

H) est ind6pendent de la V.A. 

1)kt,f(t l) , '" ,f( tq),f(O),f(k)} 

H x LP'(O,(n-1)k; V') x H '/+2 . 

_ fo  consid6r6e comme une V.A. /t valeurs dans V' 

image de la V.A. ~ par une application 6vidente /t 

expliciter, et qui est continue de H x L p (0, t'; V') x H q+2 ~ V ' .  Or l'op6rateur 

(I + kA 1) comme inverse d'un op6rateur monotone Mmicontinu et coercif est 

continu de V' ~ H .*  

Donc yl,  V.A. ~t valeurs dans H ,  se d6duit de ~ par une application continue 

de H x Lg'(o, t', V') x H q+2 ~ H .  Par cons6quent, la V.A. 

{Yo, g ho,t,t, f (h) ,  "",f(t~), yl} 

se d6duit de ~ par une application continue de H x LP(O,t';V ') x H~+2-~ 

H x LP'(0,t'; V') x H q+t . Mais alors de (3.19) il r6sulte, comme on le volt im- 

m6diatement en utilisant le Th6or~me 1.2, que fn _ i f - 1  est ind6pendant de 

{Yo, g ho,t,r, f( t l) , '" , f( t~),  yl} 

On va maintenant raisonner par recurrence sur p.  

Nous venons de voir que la propri6t6 (3.17) est vraie pour p = 1. Supposons 

la v6rifi6e pour p -  1 et montrons l~t pour p(p <- n - l ) .  D'apr~s (3.9), on a 

(3.20) yP = (I + kAO-~(y p-~ + kg p + fP - f P -~ ) .  

Mais (3.17) 6crite pour p - 1, q chang6 en q + 2, avec tq + 1 = ( p -  1)k, tq = pk, 

donne 

f f " - f f - ~  (dans H) est ind6pendant de la V.A. 

(3.21) "~ ~ = {Yo, g I1o,(,- ~)~t, f (h) , ' " ,Z( tq) , f ( (P-  1)k),f(pk), yl, . . . ,  y , -  1} 

~. ~t valeurs dans H x LP'(O,t';V ') x H q+2 x H p-1 . 

La d6monstration se poursuit alors ~t partir de (3.20) et (4.21), exactement 

comme ci-dessus gt partir de (3.18) et (3.19). n 

II r6sulte alors du Lemme 3.1 que, en particulier, f~ _ f , - 1  (dans H) est in- 

d~pendant de y"- ~ dans H .  I I en  est de m~me, pour tout vecteur h d6terministe 

de H ,  des variables al6atoires r6elles ( f " - f f - ~ ,  h) et (y,-1,  h). Done 

* Et aussi dans V faible (cf [4] ) 
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(3.22) E(fn _ f , -  1, h) (y"- l, h) = 0 Vh e H 

puisque Ef( t )  = 0 ,  Vt. Mais alors, en prenant une base orthonorm6e de H ,  

et en utilisant le th6or~me de Lebesgue, on d6duit ais6ment de (3.22) par un 

raisonnement classique, que 

(3.23) E(f" _ f , -  i, y ,-1) = 0, Vn _-> 1 et < N* 

En fair dans le Lemme n ne peut ~tre 6gal ~t 1. Mais pour n = 1, (3.23) rdsulte 

imm~diatement de l'hypoth6se (3.1) ( f"  _ f , - 1  est ind6pendant de Yo). On 

retrouve alors ~ l'6galit6 (3.16), et on passe ~ l'esp6rance math6matique. I1 en 

r6sulte, en tenant compte de (3.23), que 

(3.24) E (yn _ y , -  1,f,) = E(y",f") - E(y"- 1 , f , -  x). 

D'autre part, on a E ( f " - l , f  "- 1 _ f , )  = 0, puisque d'apr~s l'hypoth6se (3.1), 

f ,  _ f , -  i e s t  ind6pendant de f " -  t ,  d'ofa 

(3.25) E(f" , f "  _ f , - i )  = EIf.i2 _ E l f , -112 .  

On prend alors l'esp6rance math6matique de (3.11) ce qui donne, 

(3.26) E(y",f") - E (y" - l , f  "- l)  + kE(A"y", f")  = kE(g" , f " )  

+ Iu.I2-EIT.-,I 
Soit t e [0, T] fix6 et n, la partie enti~re de t/k; en ajoutant les 6galit6s (3.26), 

pour n compris entre 1 et nt en obtient 

l l t  

(3.27) E(y"',f"') + k ]~ E (A"y",f"> 
n = l  

l i  t 

= E(yo,f(O)) + k ~ E (g",f") + E if"' 12 - E If(0)I 
n = l  

ee qui est 6quivaut, avee les notations du paragraphe 2.3, ~l 

f o tk (3.28) (yk(t),f(ntk))~e + (d(s)y~(s),fk(s)>,r,~,,ds 

ff = (gk(s),fk(S)) ds + If(nik) ~e 

* Consid6rer une base orthonorm6e de H: e l . . .  ei , . . . ,  Alors d'apr6s (3.22), on a pour tout 

s, ~ E(f" - f " -  l, ei) (Y"- i, ei) = 0. 
i = l  

On passe alors/t la limite put s ---> o0. Le th6or~me de Lebesgue donne aussit6t (3.23). 
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Mais d'apr~s le num6ro (2.4), yk~y dans L~176 (~r ~) faible; donc pour tout r e ~([0,T] 

(fonctions scalaires ind6finiment diff6rentiables, ~t support compact dans ]0, TD,  

o n  a 

T T 

(3.29) fo (yk(t)'f(ntk))~er = fo (y(t),f(t))jer 

Par ailleurs d ( .  )YR(" ) -~ at(" )y(" ) darts LP'(~ ') faible; donc, pour tout 

(3.30) foe(t) t / Jo  <d(s)Yk(S),f~(s)>~:r, ds } dt 

--, foTr { } dt. 
On peut alors passer gtla limite, au sens des distributions scalaires dans (3.28), 

et on obtient une 6galit6 ponctuelle p.p. : 

fo fo' (3.31) (y(t),f(t))~e + (s~(s) y(s),f(s)>r,f, ds = + <g(s),f(s)>~,,f, ds + If(t)[~e 

ce qui n'est autre que (3.8). 

On a ainsi compl~tement d~montr~ l'6galit6 (3.3). 

D~MONS~ATION DE (3.4). On op~re en deux Stapes comme pour la d~monstra- 

tion de (3.3). 

APPLICATION DE PROPRI~T~S CLASSIQUES. Les processus Yl et Y2 v~rifient les 

6quations 
f -  

~t 1 + A(t)yl(t) = g(t) + fl(t) 
(3.32) / 

L Yl(0) = Yo 

- ~  + A(t)Y2(t) = g(t) +f2(t) 
(3.33) 

L Y2(0) = Yo. 

Et en consid6rant zl = y~ - f l , z2  = Y2- f2  comme fonctions de LP(~) ~t 

d$riv6es dans LP'(~'), zl et z2 sont solutions de (2.18) (oh f est remplac6 par 

A ou f2) 

r ~ ~(]  O, TE) 



Vol. ll, 1972 

(3.34) 

EQUATIONS STOCHASTIQUES 

f dz~ q- &C f l ( t ) z l  = g(t) 

zl(0) = Y o - f , ( 0 )  
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(3.35) 

D'ofi on d6duit 

(3.36) 

f dy2 
- ~  + d:2( t ) z  2 = g(t) 

z2(0 ) = Yof2(0). 

d 2 
~ l  Zl(t) - z2(t)[~ = 2 <zx(t) - z=(t), d:2(t)z2 - d : l ( t ) z l>  

Par int6gration et interpr6tation des quantit6s obtenues, il vient 

(3.37) El(y l ( t  ) - y2(t)) - (f~(t) 2 

fO 
t 

+ 2 E <(yl(s) - Y2(S)) - (f l(s) - f2(s) ) ,A(s)y l (s  ) - A(s)y2(s)> ds 

= O. 

Nous d6montrerons ensuite la relation suivante 

(3.38) E(yl(t) - Y2(t),fl(t) - f2(t)) + E (A(s)y~(s) - A(s)Ye(S),ft(s) - fa(S)> 

= E[ f l ( t )  - fz ( t ) [  z 

I1 est alors imm6diat, en d6veloppant (3.37) et utilisant (3.38), que l 'on obtient (3.4). 

2) DI~MONSTRATION DE (3.38). On consid~re les approximations y~a(t) et Y2k(t) 

de yl(t) et y2(t). Les relation (3.9) &rites pour YI' et y~ donnent par soustraction 

f n n n-1 (y~ - y"2) - (y~-~ - y"2 -~) + A'y~ -A'y"2 =(f~ - f 2 )  - (f t  - f ~ - ~ )  
(3.39) k k 

yO_ yO = 0. 

On prend le produit scalaire de (3.39) par f ~ -  f ;  

(3.40) ((Y] - Y"2) - (Y]- 1 _ Y~2-1), f~ _ f~)n + k <A"y~ - Any"2,f~ - f~> 

-_. ((f~ _ f ~ ) _  ( f~- I  _ f ; - 1 ) , f ~ _  f~)v, ' p.s. co 

mais on a 
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(3.41) ((y~ -- Y"2) -- ( y ] - I  _ y,2-1),f~ _ f~) = (Y"x -- Y"2 , f ~  -- f~) -- 

(y]-I  n-1 ~n-1 n-1 - 
-- --Y2 ,J1 - - f ~ - l ) + ( Y x  __yn 2 a , ( f ? _ _ f ~ ) _ _ ( f ~ - I  f g - 1 ) ) n .  

Exactement comme dans le Lemme 3.1, mais en utilisant l'hypoth6se (3.2), on 

d6montre que le couple r162 r  r  t J 1 - J 1  ,J2 _ f ~ - l }  est inddpendant de 

{ Y o , g  I]o,(,-1)kt ,fl  (t jl), "" ",fl ( t iq) , f2(ta) , '"  ",f2(ti .) ,  Y],'" ", Y~-1, ly2, "", Y2/I-1} 

et donc on a des relations analogues ~ (3.23), soit 

(3.42) 
f n n-1 E ( f l  - f ;  ,y~x - I )  = 0 

E ( f ;  - f l / i -  1, yn 2- ~) = 0 

et les relations analogues obtenues en permutant les indices 1 et 2. En prenant 

l'esp6rance matMmatique des deux membres de (3.40), il vient, tenant compte 

de (3.41) et (3.42) 

(3.43) E(y~ . . . .  y ~ , J ' ~ - f ~ )  E ( y ~ - '  y ~ - X , f , ~ - i  f~,-~) 

+ kE(A/iy"l  - Anyn2,f~ - f ~ )  = E[ f~  - f ~ l  2 Elf~-l_f~-,I 2 

En ajoutant les 6galit6s (3.43), pour n compris enter 1 et nt, on obtient l'ana- 

logue de (3.27), soit 

lit 
(3.44) E(y"x . . . . . .  " " - Yz , f~  - f ~ ' ) +  k ~, E ( A " y ]  - A  Y2,f~ - f ~ )  = E l f ~ ' - f ~ l  2 /i=l 

ce qui 6quivaut, avec les notations du paragraphe 2.3, 

(3.45) (Ylk(t)  - Y2k( t ) , f l (n ,k)  - f2(n,k)) je  

+ fo n'k(d(S)Ylk(S)  -- ~r -- f k2 (S ) )~r ,  ds 

2 2 = IA(n,k) - f 2 ( n , k ) I s  - IA(0) -f2(0)I~ 

Par passage h la limite, exactement comme de (3.28) ~t (3.31), on obtient (3.38). 

On a ainsi compl~tement d6montr6 (3.4) et par cons6quent aussi le TMor6me 3.1. 
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4. Extension du th6or6me d'existenee et d'unieit6 

Orientation 

Nous avons donn6, jusqu'/t pr6sent, deux exemples d'6quations d'6volution 

stochastiques: l'6quation (2.12) et l'6quation (2.16) qui est d'ailleurs plus g6- 

n6rale que (2.12). 
Remarquons 6galement que l'analyse fonctionnelle a jou6 un r61e beaucoup 

plus important que les propri6t6s probabiliste. En fait, le Th6or~me 2.1 est un 

th6or~me abstrait avec des espaces abstraits ~ ,  ~ ,  Y~', les propri6t6s probabilistes 

ne sont intervenues /t aucun moment. Seule est intervenue (de mani6re fonda- 

mentale) l'hypoth~se (2.15),/t savoir q u e f ( .  ) est une fonction continue/t valeurs 

clans 3r En outre les corr61ations de Yo, g avec f sont quelconques. 

Par contre, pour obtenir les 6galit6s de l'Energie stochastique, Th6or~me 3.1, 

les hypotheses d'ind6pendances (3.1) et (3.2) ont jou6 un r61e essentiel. Nous 

allons voir maintenant que si l 'on fait l'hypoth~se d'ind6pendance (3.1) (en 

plus de l'hypoth~se (1.15)), alors on obtient encore le Th6or~me 2.1, mais cette 

lois en abandonnant l'hypothdse (2.15), qui devient ainsi superflue. Le r6sultat 

que nous obtenons alors, est dans la ligne des r6sultats de Ito [3] relatifs aux 

6quations diff6rentielles. 

4.1. N o t a t i o n -  Enone6 dn r6sultat 

Nous allons d6montrer le 

THI~OR~ME 4.1. On suppose que f est un processus Hilbertien vdrifiant (1.15) 

(reals non l'hypothkse (2.15)), et que l'hypoyhdse (3.1) est vdrifide. Alors il 

existe une fonction unique y ~ LP( O, T; LP( to, #; V) ) ~ c~( O, T ;L2(to, #; H)) vdrifiant 

(4.1) dy df 
d--t + d y = g +  d--t 

au sens des distributions vectorielles d valeurs dans LP'(ta, p; V')  = ~e",. 

(4.1') y(0) = Yo 

De plus y satisfait ~ l'dgalit6 d'dnergie stochastique 

;o' (4.2) ely(t)l ,+ 2 E ( A ( s ) y ( s ) , y ( s ) ) d s  = E l y o l  z 

~t  

+ 2 | E(g(s),y(s)>ds+Elf(t)[ ~ Vt~[0, T]. 
d 0 
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Pour la d6monstration du Th6or~me 4.1, qui sera faite au paragraphe suivant, 

on utilisera l 'approximation de f ,  par les processusfN d6finis en (1.45). Remarquons 

que fN v&ifie la propri6t6 (1.46) et par consequent, VN f s  est un processus Hil- 

bertien v~rifiant (1.15) et aussi l'hypoth~se (2.15). Consid6rons maintenant fN 

et fM, pour N # M e t  montrons qu'ils satisfont ~t l'hypoth~se (3.2), avec 

A =- f , ,  f2 - A , .  

En effet, consid6rons la variable al6atoire 

(4.3) 4 = (Yo, g llo,t~t,f~c(tjl),"',f~c(tjq),fM(ti~), "'',fM(ti~)) 

/t valeurs dans H x LP'(0, t 1 ; V') x H ~ x H '  image de ~, par une application visi- 

blement continue. Mais, d'aprbs l'hypothbse (3.1), f(t2) - f ( t l )  est ind6pendante 

de ~, et donc aussi de 4. 

Par ailleurs la variable al6atoire ( fN( t2) - - f s ( t l ) , fN( t z ) - - fM( t2) - - fM( t l ) }  

valeurs dans /_/2, se dSduit de f(t2) - f ( t l )  par une application continue 

de H dans H 2. Comme f ( t 2 ) - f ( t l )  est ind6pendant de 4, il en est de m~me 

pour {fN(t2) -- fN(tl),fM(t2) -- fM(t l ) ) .  

4.2. D~monstration du Th~oreme 4.1 

Unicit& 

Le raisonnement est classique (cf. paragraphe 2.4). Si Yl et Yz sont deux solu- 

tions de (4.1), on obtient par diff6rence 

d(yl  - Y2) + ~ y l  _ Ay2 = 0  
(4.5) at 

yl(O) - y2(O) = 0 

I1 en r6sulte que (d/dt)(y  t - y z )  ~LV'(~/'') et par corts6quent 

d{ Yl - h2 I~ = _ 2 ( y l  - Y2, d ( t ) y l ( t )  - d(t)y2(t))r < 0 
dt = 

ce qui avec la condition initiale nulle, entraine bien Yl = Y2, Vt. 

4.2.2. Existence 

On introduit done fN approximation de f selon (1.45), N entier quelconque. 

Comme fN v6rifie (2.15), on peut appliquer le Thdor~me 2.1 et par cons6quent, 

il existe y~r ~ LP(~) n ~(d/f) solution de 
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d f,, 
-~ + d(t)yN = g(t) d- dt 

yN(O) = Yo. 
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De m~me consid6rons pour un autre entier M, YM solution de l'analogue de (4.6) 

o~ fN est remplac6 par fM, soit 

(4.6)b~ + ~r = g(t) + d---t- 

YM(O) = Yo 

Nous avons vu au paragraphe pr6cedent que fN et fM sont des processus du 

type f~,f2 et donc YN et YM sont des processus du type y~ et Y2. On peut donc 

appliquer le th6or~me 3.1 sur les 6galitds de l'6nergie stochastique. I1 vient 

(4.7) ~o t ElyN(t)l~ + 2 E(A(s)yN(s),yN(S))ds = Elyol  2 

fo t + 2 E(g(s) ,YN(S)~ds+EIfN(t)I  ~ Vt e [0, T] 

et 

fo t (4.8) ElyN(t ) -y~(t)l~ + 2 E(A(s)yN(s ) - A(s)YM(S),yN(s ) -- y~(s))ds 

Or 

= E [fN(t) --fM(t)I~'  Vte [0, T] .  

Elf~(t)l 2 ~ Elf( t )]  ~ z Sup e l f ( t )  12 
t ~ [0,T] 

I1 r6sulte ais6ment de (4.7) que l 'on a la majoration 

fo' fo " (4.9) ElyN(t)l ~ + 2c 1 EllYN(S))ll :, ds <= Elyol = + 2c2 g(s)[l~', as 

+ sup Elf(t)l ~. 
t 

Par cons6quent lorsque N ~ ~ ~ ,  on a: 

(4.10) y~ demeure dans un born6 de C ( W ) n  LP(~) et aussi, grace ~ la pro- 

pri6t6 (2.5) des d ( t )  

(4.11) d (  �9 )YN( " ) demeure pour N ~ oo, dans un born6 de L~'(Cr'). 



(4.16) 

et aussi 

126 A. BENSOUSSAN ET R. TEMAM Israel J. Math., 

On peut extraire de YN une sous suite, encore not6e YN telle que 

(4.12) f YN -~ Y dans L~(~) faible et L ~ ( ~ )  faible 6toile 

( d ( .  )YN( " ) ~ r dans L p' ( ~ ' )  faible. 

D'apr~s (4.8), lorsque N e t  M -~ ~ on a aussi 

T / )  

(4.13) Jo (d(s)yN(s) -- d(S)yM(s)'yN(s) -- yM(S))ds "-~ O. 

Par cons6quent, pour tout e fix6, il existe N(e) et M(e), tels que pour N >= N(e), 

M >= M(e) on ait 

f (4.14) 0 =< ( d ( s ) y N ( s ) -  d(s)yM(s),y•(s)-  YM(S))ds <= e 

Fixons M > M(e) et faisons tendre N ~ oo. Alors de (4.14) et (4.12) on d6duit 

ais6ment 

fo fo< (4.15) 0 < s~(s)YM(s),y)ds + (YM(S),O(s))ds-- d(s)yu(s) ,yM(s))  ds 

fo f'o < liminf (~(s)yN(s) ,ys(s))ds <= l imsup (~r 
N ~ o o  N ~ o o  

T fo r <= ~. (~r y > ds + (YM(S), tV(S)) ds - 
d 0 

f~(~C(S)YM(S),yM(S)) ds+e. 
On fait alors tendre M v e r s  l'infmi. On obtient 

f 21iminf (s~(s)yN(s), yN(s)) ds > 2 (y(s), O(s)) ds 
N ~ ~ d O  

irnsu ~ r fo r (4.17) 21N._,oo p j  ~ (~r < 2 (y(s),O(s))ds + e. 

Comme e est quelconque, il  est clair que (4.16) et (4.17) impliquent 

f (4.18) lira - -  (d(s)yN(s),y~(s))ds = y(s),~(s))ds 
N"* m j o  

Comme dans cas classique, il r6sulte de la monotonie et de l'h6micontinuit6 

des d ( t ) ,  que (4.12) et (4.18) impliquent 
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(4.19) d~(t) - d(t)y(t). 

On peut alors passer b~ la limite sans diiticult6s darts (4.6) et y v6rifie 

y(0) = Yo 

ee qui n'est autre que (4.1). On a ainsi montr6 1'existence d'une solution de 

(4.1), v6rifiant yeLP(~) n L~~ T; ~r 

D'apr~s (4.8), on voit aussit6t que pour tout t fix6, yN(t) est une suite de Cauchy 

darts .,~t', et doric converge fortement vers ~(t) darts . ~ ,  lorsque N -~ oo. Si 

q~ ~ ~r(]0, T D , on a alors, tenant compte du fait que yN(t) appartient ~t un born6 

de ~(~r et en utilisant le Th6or~me de Lebesgue 

fo �9 y~(t)~(t)dt ~ ((04(0 dt. 

Mais d'apr~s (4.12) 

forYN( t)~( oat -~ fory(t)(o(t) dt 

d'o~, puisque ~b est quelconque 

(4.21) r = y(t) p .p . t .  

Or en raisonnant comme plus haut on voit que l 'on a 

f/ f2 (4.22) Vt E (A(s)yN(s), yN(s)) ds ~ E (A(s)y(s), y(s)) ds. 

On peut done passer ~t la limite dans (4.7), pour t fix6. On obtient (puisque 

f~(t) ~ f ( t )  dans g f  fort) 

2 fo' (4.23) 1r I.,, +2 E <h(s)y(s),y(s)> as = E lyo I 2 

fo' + 2 E(g(s),y(s))ds+E]f(t)]2-Elf(O)] 2, Vt. 

Compte tenu de (4.21), on a aussi 
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f2 (4.24) Ely(t)l 2 + 2 E(A(s)y(s) ,y(s))ds=Elyol  2 

fo + 2 E(g(s ) ,y (s ) )ds+E[f ( t ) [2-E[ f (O) l  2, p . p . t .  

Mais (4.24) montre que t ~ E ly(t)l 2 est p.p. ~gale /~ une fonction r6elle 

continue. On peut donc consid6rer que (4.24) a lieu Vt, ce qui prouve (4.2). 

I1 reste A montrer que y(t) est p.p. 6gale ~ une fonction de ~(~Y). 

Or en int6grant l'6quation (4.1), on obtient que y(t) est p.p. 6gale/~ une fonction 

de ~ ' (~ ' ) .  Mais alors y(t) est p.p. 6gale /~ une fonction de L~(og~ ~ x ~'(:t "~') 

et ~ est dense dans ~ ' ,  avec injection continue. I1 r~sulte alors d 'un r6sultat 

de Strauss [8], que y est p.p. 6gale /~ une fonction continue /L valeurs dans . ~  

faible. Comme ~ est un espace de Hilbert, ceci, jouit au fait que I Y( " )I~ est 

p.p. 6gale g une fonction continue du temps, entraine bien que y est p.p. 6gale 

/L une fonction de ~f(Jf'). 

4.3. Remarques et Exemples 

Dans les exemples, f sera en g6n6ral un processus de Wiener Hilbertien et 

g, Yo des processus Gussiens non correl6s avcc f .  

L'hypoth~se (3.1) sera automatiquement v6rifi6e. Le module pourra s'appliquer 

~t des 6quations aux d6riv6es partielles non lin6aires comme dans le cas d6termi- 

niste (cf. J. L. Lions [-4]). 

Donnons un exemple, parmi bien d'autres, soit f2 un ouvert born6 de R n, et 

V = W I'p (f~) l'espace des fonctions r6elles L p sur f~, de ddriv~es premieres L pe t  

nulles sur la fronti~re F = t3f~ de f~; l'espace Vest de Banach pour la norme 

I l y l l v =  c~y Pp ) 
L (u)/ 

Soit H = L2(f~) et A l'op6rateur d6fini par 

h f~ I OY IP-2 0Y Zdx ,  V. (Ay .z )  = ~ ~ - -  Vy, z 

Soit g donn6 dans L2([0, T]; .;r ~ et Yo donn6 dans ~/t', processus Gaussien 

non correl6 avec f .  Alors le th6or~me 4.1 assure l'existence et l'unicit6 de 

y ~ LP(~/') ~ ~ ( ~ )  v~rifiant 
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~y h a ( l  Oy p-ZOy ~ ~ f  (4.22) 

(4.23) y(co, x ,0)  = Yo(co, x) ,  p .p .  x ,  p.s. co. 

Le th6or~me 4.1 et les autres th6or~mes pr61iminaires s'6tendent comme le th6- 

or~me 1.1 /t des situations plus g6n6rales: on peut en particulier remplacer les 

op&ateurs A(t) par une somme ~q=lAi(t), o~l les op6rateurs Ai(t) envoient 

Vi dans V~' (V~ c H c V/) et satisfont des hypotheses analogues a celles v6rifi6es 

par les A(t) (V remplac6 par V~, p par leur hombre p~ ____ 2,  Vi). 
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